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II. Solutio GentralisProUematts XV. prcpofiti a D. de Moivre, in 
traButu de Menfura Sortis inferto ASiis Philofophicts Anglic a* 
nis No 319 .pro numeroquocmque Colluforum: per D.Nicolaum 
Bernoulli, Bafilienfem, Reg. Soc. Sodaletn. 

C U M Methodus fynthetica, qua ufus eft D. de Moivre 
ad inveniendam cujufque Colluforis fortem, in ufuro 
verti nequeac tuncquando plures quam tres funt collufbres, ob 
Vix perfpiciendam legem progreflionis ferierum quae fe offo- 
runt; oftendam hie quo modo Analyfis in ejufmodi Proble- 
matibus, ubi depofitum continuo augetur, adhiberi queat r 
eumque in fihem demonftrationem dabo analyticam trium 
Theorematum, quae inveni, & quidem diu ante vifum 
D. Moyvrai libellum de Menfura Sortis, occafione triplicis 
quaeftionis mihi ab amico circa ludum hunc, quern Galli vocant 
le Jeu de la Poule, propofitaz, pro inveniendis fell, probabilitate 
vincendi, lucro item vel damno cujufque Colluforis, & dura- 
tione certaminis. 


THEOREMA 1. 

Si Collufbres aliquot A, B, C, D, E, Sic. qttorum numerus 
eft »*b 1 & dexteritates funt aequales, deponant frnguli 1, 
& iftis conditionibus certent. i°. Ut illorum duo A 81 B ludum 
incipiant. z°. Ut vi&us locum fuum tertio C cedat, ita ut ille 
tertius C jam cum vidore cjontendat, quique ex hoc certami- 
ne vi&or evaferit cum quarto D ludat, & ita deinceps. 3 0 . Ut 
ille depofitum totum obtineat, qui ornnes collufbres fucceflive 
vicerit. Dico probabilitates vincendi duorum quorumlibet col- 
luforum fefe immediate in ordine ludendi fequentium efle in 
ratione 1 -l-i”ad z n , adeoque expedationes luforum A(B), 
C, D, E, &c «fle in progreflione Geometrica. 

If Demen- 
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Dmonflratio. 

Ponantur expedationes vincendi ipfius A vel B — a, ipfius 
C = c, ipfius D — d, ipfius E—e, icc. Porro cu*n accidere 
poflit, uc coilufor aliquis prima vice in ludum intrans invetii- 
at adverfarium qui vel nondum, vel femel, vel bis, vel ter, 
&c. jam fucceflive vidor extitit, vocetur expedatio Juforis 
illius primo cafu =z, fecundo —y, tertio =x, quarto—#, 
quinto — t, &c. Item cum coilufor aliquis vinci poflit ab 
adverfario qui antea jam vel nullum, vel unum, vel duos, vel 
tres, &c. collufores fucceflive vicit, ita ut exiens e lud® relin- 
quat adverfarium qui vel femel, vel bis, vel ter, vel quater 
&c. vidor extitit, voceturexpedatio feu probability vincendi 
ejus qui exit e ludo primo cafu — h, fecundo = k, tertio = /, 
quarto = m, &c. Hi fee omn'bus pofitis habebuutur fequen- 
tes novem feries a:q«ationum fignatae N°. 1. N°. z- N°. j,&c. 
ufque ad N°. 9. Tab. I. Ratio eas inveniendi breviter hxc eft. 

Inter sequationes N. i°. reperitur ex. gr. fz= — t + —■ u -f. - x 

004 

—y. Nam coilufor F certabit vel cum collufore A, vel B, 

X 

vel C, vel D, vel E : ut primum vel fecundum contingat, 
oportet ut vel A vel B quater fucceflive vidor exiftat,cujus even- 

i i 

tus probabilitas eft — leu —: Ut tertium contingat opor- 

168 

tet ut Cter vidor exiftat, cujus eventus probabiliras eft eti- 

am — •• Ut quartum contingat oportet ut D bis fucceflive vin* 

8 

cat, quod probabilitatem habet— ; Utquintum contingat, 

4 

oportet ut £ femel vincat, cujus eventus probabilitas eft j 

z 

ergo 
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ergo luforis F probabilitas vincendi eft ^ 14. -a-—* 

004 

1 1 / 

4- — y* Sic inter aquationes No. i. eft, ex. gr. x — — 


•+• ■— ~f* -4- —~ 4* • - * —* x 4* — * 1 • GoIIufor enim 

4 8 1 16 % n % n 

qui cercat cum adverfario qui jam bis (ucccffive vidtor extitit, 
vincere poteft vel omncs collufores, vel aliquos, vel nullum. 

Prioris eventus probabilitas eft —, fecundi- \- ~ +——f* 

z» 4 8 16 

. . • —,& tertii—; ft primus eventus contingat, probabilitas 

X X 

vincendi evadit certitudo integra feu 1; ft fecundus, exiteiu- 
do relinquens colluforem qui femel vicit; ft tertius, exit e 
ludo relinquens colluforem q ui ter fucceiftve vicit l adeoque 

fors eius totalis eft-— */ 4 .—* i* 
z 4 is 16 Z " X" 

Simili ratiocinio inveniuntur aquationes N°. 3. Colfoi* 
for enim qtti vi<ftus ab adverfario exit £ ludo, relinquens ex.gr. 
colluforem unius tantum ludi vi&orem, acquirit fortem vel 
ipftus C, vel ipftus D, vel ipftus E, vel ipftus F, &c. prout 
adverfarius a quo vidfus eft vincit vel omnes collufores prater 
unum, vel omnes prater duos, vel omnes prater tres, &c. 

, „ ' , 1 11 1 

unde fequitur quod h — —- * c4 -x d 4 - -— * 1 4 . —- 

x A —1 2 n ~~* z * —3 1 2fc. n ’~ 4 

x/’-f&c. ^Equationes N°. 4. inveniuntur fubtrahendo aqua- 
tiones N°. z ab invicem : & aquationes N°. 5. fubtrabendo 
aquationes N°. 3. ab invicem. iEquationes N°. 6. inveni¬ 
untur fubftituendo in aquationibus N°. 4. valores inventos 
per aquationes N°. 5V Aquationes N°.7. inveniuntur qua- 
rendo valores ipfarum z,y, x, u, &c. per aquationes N°. u 
Et his valoribus fubftitutis in aquationibus N° 4. habebuntur 
aquationes No 8-, qua comparata cum aquationibus 
z V z dant 
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dant aequationes N®. 9. ex quibus fequitur quod 1 -{- 2". 2": * 
; : 4 : c : ; c : d :: d : e, &c, Q.E. D. 

GorolUriumi 


Hinc faci'e inveniunrur probabilitates vincendi fingalorum 
Colluforum, quas habent turn ante !udum incepturo, turn in 
quolibet ftatu in quern ludumprofequendo pervenire pofiunt. 
Si fint, ex gr. tres coilufores A, B, C, eric »= 2, & 1 -f- 2”: 2*:: 
5:. 4 :: a. c : id eft, probabilitates vincendi iplorum A, B, C, 
antcquam A vicerit B, vel B vicerit A, fe habent ut numeri 

5, c, 4,adeoque ipfe probabilitates funt ——. cmnes c- 

14 14’ 14 ’ 

mm ftmul fumptre facere debent 1 feu certitudinem integrant. 
Poftquam A vicerit B, probabilitates vincendi ipforum B, C, A, 
et^int h, y feu c, & (quia A arqualem habet expetftationem ad 

1 -f -h 

viftoriam, & ad fortem ipfius B obtinendam)-refpe&ive. 


hoc eft, quia per £eq. 1. N°3. h 


11 4 

-x c c, & c — - 


14 


2 12 4 

— ut modo inventum, ha: probabilitates erunt —, —, —, ut 
7 111 

D. de Moivre invenit Coroll. 1. Prop, r pag. 242. 

Si Tint quatuor coilufores A, B, C, D, erit » = 3, & 1 -f- 2\ 
2":: 9, 8, adeoque probabilitates colluforuni ab initio ludi 
8^8 

erunt ut.9, 9,8, --, five ut 81,81, 72,64, hoc eft, ipfte a, a, 

8r 81 71 64 

c, d, erunt —-, ——- & —Poftquam A vicerit B, pro- 
298 298 498 298 r 

J ^ fa 

habilitates ipforum B, D, C, A, erunt h, d, c, - -> eft au- 

4 

tem per a:q. 1. N°. 3. h ~ —7 u+ — x d= —c ~h- d f 


4 


2 

C’ 



»ut modo inventum: 
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i = 

298 149 298 149 

ergo hae probabilitates erunt—-, refpedive. 

149 149 149 149 

Poflquam A viceric BScC, probabilitates vincendi ipforum 
_ , e 1 -\-h , 

C,B,D,A, erunt k, —, at, ■-, leu (quia per seq 2 N°. r* 

2 2 

k — d—^-d, & per aeq. 3. N°. 7. * --1 ^ — <r)~- i£. 

l8 v 1 ■«^ 

—, —. Et nota quod calculi bonitas confirmetur ex eo, 
149 149 

quod fummae harum probabilitatum, hoc eft, —f- ~ + — in 

7 7 7 

, „ %S 32 36 S <5 16 

priori exemplo, & — 4 - ■— +■ —■ -f —, nec non- U 

149 149 149 149 i 49 t 

18 28 87 

-j, — 4- — i n poftcriori exemplo, fmgulae fint = 1 feu 

149 149 149 

certitudini integrae. 

theorem a ir . 


Pofitis quae prius & infuper hac conditions, ut vidus fem- 
per muldetur fumma f, quae depofito augendo inferviat; 
quod depofitum ficgradatim audum ilii foli cedat, qui omni¬ 
um fuceeflive coiluforum vidor extiterit; denotatis etiam ut 
antea per lireras minulculas a, c, d, e, &c. probabilitatibus 
vincendi ipforum A (vel B), C,D,E, &c. refpedive per eat 
dem vero literas majufculas A,C t D,E, &c. ipforum A (vel 
B), C, D,E, &c. expedationibus, hoc e//,portionibus depofiti 

quasfinguliexpedant: Dico,forefemperC = zJUfl 

I-j-2 1 * 


X 


D- 



_ _ ( i;8 ) 

E = £±. Seek 
x 4 -a* ' x +x* ' * 

Demonjlratio*. 

Denotetur ut prius per Iiteras minufculas z, j, x, u, t, 8tc. 
probabilitas vincendi ludentis cum adverfario, qui jam vel 
nullum, velunum, vel duos, &c coltufbres fuccdlive vicit j 
per eafdem vero Iiteras majufculas Z. T> X, IT, T y &c. ejus ex¬ 
pedatio, quam fciJ. habet diverts illis cafibus, depolito exi- 
ftentc »+ 4 h * -f 2 f» »*f * + 3 p, &c. refpe- 

divc. Sic ctfam per Iiteras minufculas h, k, l, m, &c. denotetur 
probabilitas vincendi luforis vidi ab adverfario, qui antea 
vel nullum, vel unum, vel duos, &c; collulbres iiicceffive 
vicerat; quemadmodum per Iiteras majufculas H, K, L, M,8ec. 
ejufdem expedatio di verfis illis cafibus, depoftto exiftente n- f-i 
4 ?, »■+• 1+ 3 1 + 3 /», &c. refpedive. His pofitis iifdem 

quibus antea ratiociniisinvenicntur fequentesduodecim aequa- 
tionum feries in Tab. II. fignats N°. i. N°. z. N°. 3, &c. Inter 

rt lT\X+xp T+zfp 
aequationes N°. 1. ex. gr. eft£— — 4 - 1 -- 

4 4 ' 3r_ 

Lufor enim ZTludet vel cum lufore A, vel lufore B, vel C, vel 
D. Si ludit cum A vel B, expedatio ejus erit = IT, quia ludit 
cum adverfario qui jam tres adverfarios vicit, depofito exi¬ 
ftente #4 1 +3:f- Si ludit cum lufore C, expedatio ejus eric 

— X-\~ x p> ludit enim cum: adverfario qui; jam duos collulb¬ 
res vicit, adeoque ft depofitum eflet #4- i + ejus,ex- 
pedatio diet =.X: verum quia ludente E depofitum,eft = 
n + tA- 3 fr efo tres eollulbres vidos & fumma p mul^latos. 
addenda eft expedationi X portio ilia muldae unius p, quam 
lufor E Iperare poteft; eft autem hate portio (quia probabilitas- 
ejus vincendi eft x) — xp, ejus igitur expedatio totalis tunc 
erit= XAxp. Sic ft ludit cum lufore D, expedatio ejus eric 

— r+ xyp : additurad TCquae eflet ejus expedatio depofi- 
to exiftente 0, 4 1 4 p) portio xj /, quae ipfi debetur de duabus 

muldi& 
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itiuhftfe 2-f, quibus depofitum n -f1 4. 3 p majus eft quam 
{- 14- f- Simili modo habentur aequationes N°. x.3.4. & 
5, Subftituendo autem primam aequationem N°.». Tab. f. in 
aequadonibus N°. 4, habentur squaddies N°. 6. Et fubftitu- 
cndo primam squationem N°. 3. Tab. I. in squationibus N°. 
habentur squationes. N°. 7. quibus deinin aequationibus No 6. 
fubftitutis habentur squationes No. 8. yEquadones N° 9. inve- 
niuntur qusrendo valores ipfarum 2 , 7 ',-T,{ 7 ,&c persquatiomes 
N°. 1. Tab.l. &.II. vel N° x. Tab H. & N°. 7. Tab. I. Et his valo- 
ribus fiibftitutis in aequadonibus N°. 4. habentur squaticnes 
N°. 10. Quae comparatae cum aequadonibus N°. 8 (m quibus 
pro z, fubftitUatur a, per 1. sq. Tab. I.) danr aequadones 
N°. 11. Et hae aequadones N°. 11. comparatae cum squarioni* 
bus N°. 9. Tab. 1 . dant squationes N°. lx, quae conftituunt 
Theorema, quod demonftrandum erac. 


Corollarimt. 


Mine quoque facile ieveniuntur fmgulOrum Collulbrum for¬ 
tes feu expedadones, ipforumque adeo lucra vel damna^ 

Sint tx.gr. tres collufores A, B, C: eritC = ~ nc ^. 

* i.+.x B 

= fob n — 1). -(ob a —— & «\— v - 

5 14 7 

4 A ~r £ p 

per coroll. Theor. 1.)--—. Unde cum omnium trium 

5 

expedariones fimul. fumptae, id eft , A + A -j- C square debfe- 
anc id quod 4 ab initio depoGtum fuit, id eft 3, erit 2 A 
4 A*\" 7p 14 A $ p 

...=} .- - ——3, & 14 ^ 

A.~ ~ 1 ~ -i- o —: expedationi luforis ^ vel B: proinie Q 
M 49 r 

A ^ •*^1. ^ A . ^ ^ 

expedatio luforis terdi C =: '—-= —- 4 -— p. A qui» 

5 7 49 

x X x bus 
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bus expe&ationibus fi fubtrahatur i, id quod ab initio fingu* 

13 6 1 

li depofuerunt, remanebit ibi ——> — p, hie — p — —. 

14 49 49 7 

quemadmodum D de Moiv reinvzn it. Exempt, 2. Sint collufo- 

res 4, A, B t C, D, ent C = -—-3—-- = (ob n =3) 

8 A+Kap — c p 8c 36 . 

■—--=(ob 4=-—- & c ~— , per coroll. 

9 2.90 149 

Theor.item Z> = = 

!£±?i£Zil£= (ob i= ilperid-cotr.)—±1? = 
9 *49 9 

-unde habebitur acquatio a4~C-{- D— zA-\- 

l±±Md + 6 dd±Sl = i2i£±lf =4 , five , 4! m 

p p o I 

, 2700 l£x 2700 

+ - />= i5x, — “ --?. Hinc c = 

I49 I49 22X01 

+ 144 r*7^ „ n _<*4 _ *28 

-- - -. -f- -- p, 6c U — ---* -- 

9 I49 2x201 ol I49 

4* />. Subtra&a auccm unicate 1, quamfinguliabini- 

2X201 

13 2700 

tio ludi depofuerunt, remanebit- — —- p pro lulore 

149 xxxoi 

. *176 5 _ 42x4 aI 

-4 vel B, - p -— pro C, &- p -pro D ; 

2 x 201 »49 2X201 1 149 

quse lingula indigitabunt lucrum vel damnum, prouc pars 
affirmata prxpollec negate, vel contra. Simili ratione ha- 
bebuntur etiam forces quas acquirunt in quolibec ftatu in quern 
ludum prolequendo perve-nire poflunt. 


THE 0 * 
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Theorem A 3. 

Pofitis quas prius, ft ad fine fpedta tores J>, R, S, T, (J, &c. 
quorum numerus (it » unitate minor quam numerus collufo- 
rum, quorumque prior ^ affirmet certamen finitum iri poft 
n-\-p ludos peradfos, R poft . i, 5poft » —-1, 

jT poft » +./> — 3, C/ poft n-\-p — 4, pracife, non antca; 
(intque #, r, f, t, u, &c. fortes ipforum ^R,S, T,V, &c. Di- 
_ i r i i 
ro fore# —■ — r -j - s 'Jr ~ t "t — »+ &e. 

2 4.8 16 


Demonft ratio . 


Vocetur ^ collu(or ille, qui poft p ludos vincere fup* 
ponitur: hie intrare debet in ludum poft p ludos peradtos, & 
turn ludet contra adverfarium, qui jam vel unum vel duos, 
vel tres, &c. collufores fucceflive vicit. Jam cum, ut primus 
cafus contingat, & ut collufor A omnes fuos collufores prater 
unum, id eft, n — i collufores fucceflive vincat, a-que proba- 
bile fit quam utadverfaiius ejus vincat n —i collufores, id 
eft, (quia jam unius colluforis vi&or fuit) ut certamen finiat 
poft n+p — i ludos pera&os ; hujufque eventus probabilitas 
fit = r •• erit probabilitas ut collufor A unum adhuc colluforem 

vincat, id eft , certamen finiat poft n-\-p ludos= — r. Sic, ut fe- 

z 

cundus; cafus exiftat,& utA omnes collufores prater duos vin¬ 
cat,seque probabile eft quam ut certamen finiatur poft »-\-p — z 
ludos, adeoque ut tunc A vincat adhuc duos collufores, id eft, 

ut certamen finiat poft n + ^ ludos, probabilitas erit = — s. 

4 

Eodem modo ut, tertio cafu exiftente,^ vincat omnes collufo- 

I £ 

res, probabilitas eft —-1; ut quarto ^ — u, <jrc. Quare ut 


Y 


indiffe- 
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indiffereftter certamen finiatur poft n +p ludos, probabilitas eft 

—r +—j4“-~ t~h — u+&c. — 4 . QEyD* 
a 4 8 16 


Cor oilart tint I. 

Facile bine invenitur quoenam fit probabilitas ut certamen 
finiatur intra datum quemvis ludorum numerum. Series enim 

fradtionum incipientium a fradtione ^ 717 * quarumdenomina- 

tores crefcant in continua proportione dupla, numerator au- 
rem cujufque fradlionis fit fumtnanumeratorum tot fradiionum 
immediate prtecedentium quot funt unitates in n —I, dabit 
omnes fucceflive probabilitates, ut certamen finiatur pcrad&s 
praecife n, n-\-1, w 4“ 2 > » 4* 3 &c. ludis: & per confequens 
ft addantur tot termini hujus feriei quot funt unitates inp-^-t, 
fummaipforum exprimet probabilitatem ut certamen finiatur 
ad minimum ludis n 4~ P peradtis. Ex.^r. Si fint collul’ores q, 

1123*8 

adeoque # = habebitur tvrc feries —, —, -- 

4 8 16 31 64 118 

5 3 11 t r. re . i- 1 3 8 19 43 94 iot 

256 jii 4 8 16 32 64 120 2$6 

& c . cujus termini fint fummx terminorum prsccedentis feriei, 
denotabunt iidem termini qualis fit probabilitas ut certamen 
finiatur ad minimum 3, 4, 5, 6, & c . ludis. 

Corollarium 2. 


Potefl terminus quicunque prioris feriei fexcepto primo ter- 
mino.J ut & fumma omnium terminorum, id eft, terminu s 
quicunque pofterioris feriei, per formulam generalem expri. 
mi hoc modo. Si n -f- 1 fit numerus colluforum, & p fit mi. 
merus terminorum, erit ultimus terminus prioris feriei 
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i p —#_j-i ^ f—3 

-j.- 


z n 


I X X 


I X 2> XX 


3n 


p — 3»xp — 5» + ix/» — 3»+5" 

-——— - - -L 

I x z X 3 X 2+» 

4* + *x^-4<» + y ^ Ec 

i x i * 3 x 4 x z u 

fumma omnium cerminorum five ultimus terminus poftcrioris 

p-\-i p~~ nxp n -f-3 , p—itixp—zn-\-i*p—zn~{-S 

feriei = ----—T~- 


t x z" I x zxz z * ' I X zX JX Z 

p — 3 nxp — 3 # + i*/’~’" 3 , * + 2 ' *P — 3 #+ 7 


i x x * 3 *4 X2> 


4 » 


+ &C. 


Tntrat Exic^ 
Sors 


fSors 

z 

y 

X 

u 

t 


l 

m 


N c 


Tabula f. 

N°. i 

A = * 

c=y 

I r 

d= — *-\—y 

z z 

I , 1 ,1 

e — — « -r —• * i- y 

4 4 z 

i i i.i 

r+F* + r + t' 


/= 




X . ^ I I f 

*■"“* •*— *4— — | • • • 

a 4 T 8 16 _»• 


i i 

z* 


7* + ' 7 + T~ l ~^ + 

X I . I I, I , , I 

: — /+ — + *5“ + ~ “ ~~Z * ^ ■“* I * 

a 4 8 16 _x^ z n 

I 1,1,1. I , , I 

— w +- 

z 4 0 10 Z H z n 


No. 3 
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n°. 3 . 

I I I I 

, I , 1 I . , 

#-- X « -4- - X £ 4--— X / T* - • * 

£»-2 Z”““ 5 X n, -4 

I . I 

/ =3 - - X/+- * » 

J 1 






=—»/+ 


L»-* 


N°, 4. 


N°. 6.- 


N 3 .8. 

1 

r t 

1 



h 

I 

II 

1 

1 

— * 

= — 

X f 

II 

I 

Z 

z 

X™ 



1 


1 



*y —— — fC 

— / 


• x d 

= x c --id 

7 z 

z 

~ X"-' 



I 

I 

I 



x—u — —/ — 
z 

—*0 
z 

x" 


— 4 <*— 4 e 


N°. $. 

N°.?. 

N°. 9. 



x" 

k— 1 


c — ax - - 


J = f 

l-f x" 

1 

H 

1 

*^S 

II 

, »* 

u—qe-x—iy—^e—xd—e 

14 x” 
2# 

— m~ - xe 

*•-» j 

1 1 
Corollarium 3. 

a 

4 - 

X 

>5 

1 ! 


Poteftquispriufquam ludus inchoctur in fe fufcipere, ut fum- 
mam »-fi de qua collufores contendunt, & muictas omnes 
pendat, fi fibi initio in manus datum fit n -j-1 4- 1*— 1 x p. 

Demonftrationem duorum praecedentium corollariorum cu- 
riofis indagandam telinquo. 

* Tab. 



